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Soit V un espace vectoriel de dimension finie N sur un corps algebri- 
quement clos k. Soit Bil(V) l’espace vectoriel des formes bilineaires sur V et 
soit G l’un des groupes GIL(v), SL( V). On sait que la representation de G 
dans Bil(V) a de bonnes proprietes (voir par example [ 131). On etudie ici 
plus en detail certaines propriltes de I’action de G sur Bil(V): fonctions 
invariantes, fibres du morphisme quotient, sections, degenerescences. 
On note p la caracteristique de k et n l’entier [N/2]. 
1. FONCTIONS INVARIANTES 
1.1. Soit G’ = {fE Bil(V)]f t es non degenirie }. On fait de G(V) = 
GL( V) U G’ un groupe algebrique de la maniere suivante: 
Si a E GL(V) et A gE G’, alors af (resp.fa) est la forme bilintaire 
donnee par a&, y) = f(a-‘x, y) (resp. (fa)(x, y) =f(x, uy)), et fg est 
l’automorphisme de V tel que (&g)(x) = y si et seulement sif(y, v) = g(u, x) 
pour tout u E V. 
En particulier a-‘fa est la forme bilineaire donnee par 
(a -‘f-)(x, Y) = f( ax, ay). Si F et A sont les matrices de f et a par rapport a 
une base de I’, la matrice de a -tfa est ‘MA. 
Tout element de G(V) a une decomposition de Jordan g = su = US, ou u 
est unipotent et s semi-simple. Si g E G’, it faut considerer deux cas: 
(a) si p # 2, s E G’ et u E GL(V); 
(b) sip=2,sEGL(V)et uEG’. 
Remarquons que GL( V) et G’ sont denses dans End(V) et Bil( V), respec- 
tivement, et que les actions par conjugaison de GL(V) sur GL(V) et G’ 
s’etendent en des representations de GL(v) dans ces espaces vectoriels. On a 
dans End(V) une decomposition de Jordan additive. Si p # 2, nous verrons 
qu’une telle d&composition existe aussi dans Bil(V). 
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1.2. Si X c V et f E Bil( V), notons f(X) le sous-espace {tl E V 1 
f(v, x) = 0 pour tout x E X). Soit .% =. F( V) la variete des drapeaux 
complets de V. Si f E G’ et F = (FO. F, ,..., F,v) E .iT, on pose f(F) = 
(f(F,,.), f(F,,- ,),...,f(F,)). On &end ainsi l’action de GL( V) sur +- en une 
action de G(V) sur .F. Si D = (Vi,,..., Vi,) est une drapeau de V tel que 
dim Vi, + dim Vi, r = N pour 0 < r < m, on dit que fE Bil( V) stabilise D si 
f( Vi, x Vi,,- ,) = 0 pour 0 < r < m. On note .q l’ensemble des drapeaux 
complets de V stabilisis par J C’est une sous-varitte fermee de F. Si 
f E G’. c’est aussi l’ensemble des points fixes de f sur F pour l’action 
detinie plus haut. 
Soit (e, ,..., e,V) une base de V. Notons F = (fij) la matrice de f (on pose 
fij =f(ei. ej)). Alors f stabilise le drapeau (0, ke,, ke, + ke,,...) si et 
seulement si F est de la forme 
c’est-a-dire si fij = 0 quand i + j < N. On dit dans ce cas que la matrice F est 
anti-triangulaire. Supposons que ce soit le cas. Soit alors g la forme 
biliniaire telle que g, = sij.h7, oti pour tout entier j E ( l,..., N 1 on pose 
j*=N-j+l. 
1.3. LEMME. Duns cette situation, g E G .J 
Si Test le tore maximal de G correspondant a la base (e, ,...) e,v), on verifie 
facilement que g E T . fen regardant l’action surf de l’element de T dont la 
matrice est 
1.4. LEMME. Toute forme bilinPaire stabilise un drapeau complet de V. 
L’action de G(V) sur ,iT correspond a I’action sur les sous-groupes de 
Bore1 de GL(V). On deduit done de [15, p. 491 que 3,#0 si f E G’. 
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Comme G’ est dense dans Bil(V), il ne reste qu’a montrer que 
(f E Bil( V) ( Ff# 0} est fermi dans Bil( V), ce qui est clair puisque la 
variete ,F est complete et ((F,f) E F X Bil(V) / f stabilise F) est ferme 
dans .3- x Bil( V). 
1.5. On dit que f E BiI(V) est anti-diagonalisable s’il existe une 
base de V pour laquelle la matrice de f soit anti-diagonale, c’est-i-dire de la 
forme 
0 . . . aI 
i i 
* : : :. . . 
a,, ... 0 
Si K est un groupe algebrique, on dit que x E K est quasi-semi-simple s’il 
existe un sous-groupe de Bore1 de K et un tore maximal de ce sous-groupe 
normalises par x. Les elements semi-simples sont toujours quasi-semi-simples 
[ 15, p. 51 ]. Si K est reductif, les elements quasi-semi-simples sont denses 
dans K. 
I1 est facile de verifier qu’une forme f E G’ c G(V) est quasi-semi-simple 
si et settlement si elle est anti-diagonalisable. 
Choisissons une base (e, ,..., e,,,) de V. Soit T (resp. B) le tore maximal 
(resp. le sous-groupe de Borel) de G forme des elements de G ayant des 
matrices diagonales (resp. triangulaires superieures) pour cette base. Soient 
H I’ensemble des formes bilintaires anti-diagonales pour la base (e, . . . . . e,.) et 
H, = HnG’. 
Soit W,, = N,(T)/Tz G,V et soit W = C,.,(o), ou (3 est la permutation 
i w i* = N - i + 1. Soit M le sous-groupe de N,(T) correspondant a W. 11 
est facile de verifier que M est le stabilisateur de H (ou H,) dans G, et que 
deux elements x, -1’ E H, sont conjugues sous faction de G si et seulement 
s’ils sont conjugues sous faction de M. 
Les resultats obtenus jusqu’ici montrent que par restriction on a des 
homomorphismes injectifs k[Bil(V)]‘+ k[H]“’ et k[G’]’ + k[H, j”’ (les 
resultats de [6] montrent que ce sont en fait des isomorphismes, ce que nous 
verifierons par un calcul direct). 
1.6. Soit Xi E k[H] la fonction detinie par Xiv) = a, si f E H a 
pour matrice 
0 . . . aI 
: . . . 
i i 
. . : . 
aN ... 0 
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Pour i E { l,..., N}, soit Yi = X,/X,, E k[H,]. Soient aussi Z, = X, ... X,w et 
E=X, . . . X, . On vtrifie facilement que 
k[HJ7=k[Y ,“.., Y,v] si G= GL(V) 
= k[ Y, )..., ~v&J,‘l si G=SL(V) et N=2n+ 1 
= k[ Y, )..., Y,.,E.Z,‘] si G=SL(V) et N=2n. 
Par dkfinition de M, W = M/T et done k[H,]-” = (k[H, I’)“-. 
Si G = GIL(V), l’action de Wz C,&(a) sur k[ Y, ,..., Y,V] est donnke par 
w(Yi) = Yvci,. On sait dans ce cas que k[ Y ,,..., Y,,]“’ = k[Zi ,..., Z.k,] oti 
Z; = CISiGn (Yi + Y,.)....,ZA = nlGi,, (Yi + Yi.) sont les fonctions 
symktriques klitmentaires en (Y, + Y,.),..., (Y, + Y,,) (remarquons que 
Yi. = Y; ‘). On trouve d’autre part que k[H] ” = k. 
Supposons maintenant que G = SL( V). Si N est impair, on trouve 
immidiatement: 
k[H$’ = k[Y ,,..., Y>,,]“‘[Z,. Z, ‘1. 
On a done k[H,]*’ = k[Z,, Z, ,..., Z,,, Z; ‘1, OU Z, = Z,,Z; ,.... Z, = Z,,Z;. 
les fonctions Z; ,..., ZA ktant les mOmes que ci-dessus. On vkrifie facilement 
que k[H]” = k[H] n k[H,ln’ = k[Z,,..., Z,]. 
Si N est pair et w E W c G ,,,, on a w(E) = sgn(w) X,,., ,, . . . X ,,,,,,, . Posons 
zl? = CL,.W.L E’ =nltiin (Xi-Xi.). Si PE k( Y ,...., YvI est tel que 
EPE k[H,]“, il existe Q E k[ Y, ,.... Y,,] I’. tel que EP = Z,TQ. II suffit en 
effect de viritier que si f E H, est telle que Y,(f) = 1. alors P(f) = 0. Cela 
dkcoule de l’observation suivante. Si P = C ci,, i,, Yf’ . . . Y>(i, ,..., i,, E r ) et 
EPE k[H,]“‘, alors Ci ,... ;,,=-Ci ,... mi,3m ,. 
On dkduit facilement de cette remarque que k[ H, 1.” = klZ,, Z, ,.... Z,, , 
Z:. Z, ’ 1. Mais Zz2 = Z, - 2Z,, , + . . . + (-2)“Z,. Finalement on trouve 
done k[H,]” = k[Z, ,.... Z,,-,. Z,T. Z; ‘1 et k[H],” = k[H] n k[H,]” = 
k[Z Z,-,.Z,*]. “...., 
Remarquons encore que Zi ,..., ZL sont algkbriquement indtpendants, de 
mime que Z, . . . . . Z,, , et Z, ,..., Z, , . Z: si N = 2n. 
1.7. Si O<i<N. soit E,={lc(l..... Nt1/Il=it. oti (l/ est le 
cardinal de I. 
Si F est la matrice de f E Bil( V) par rapport A une base fix(?e de V. on 
difinit des fonctions r,,,..., r,% E k[ Bil( V)] en posant 
I1 est clair que rO,..., r,, sont SL( V)-invariantes, que ri = r,vmi et que pour 
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0 < i < N on a rilH = Zi + Ri, oti Ri est une combinaison 
Z 0 1.*.1 zi- 1 * On a aussi pour 0 ,< i < N: 
5 
linkaire de 
Tidf) = (-1)N’“-‘)/2 \’ 
IXE, 
eIeJ det F(Z 1 J) det F(C J 1 C I), 
Oil F(z I 4 = Uji)iEI. jcJ7 les compl&mentaires sont relatifs A ( I,..., NJ et 
E,=(-1)‘otirestlecardinalde ((a,6)~ZxCZ~a>b). 
En effect, un calcul facile montre que le membre de droite est SL(V)- 
invariant et que les deux membres ont la mime restriction i H. 
On sait que si N est pair on peut dltinir le pfafflen Pf qui est une fonction 
Sf.( V)-invariante sur l’espace des matrices antisymltriques telle que 
detA = Pf(A)’ pour toute matrice anti-symbtrique A. On obtient done une 
fonction SL( Qinvariante sur Bil( V): f F+ Pf(F - ‘F). Soit r,* la fonction 
dtfinie par 
r,*(f) = (-l)n(n-‘).‘Z r E, det F(Z ( C I). 
IEE” 
C’est une fonction SL(V)-invariante sur Bil( V), T,* IH = Zz et 
r,*(f)’ = det(F - ‘F) sif E H. On retrouve ainsi la fonction obtenue g l’aide 
du pfafflen. 
Posons encore r( = ri/rO. On a alors: 
k[G’j’ = k[t;,..., T;] { 
k[Bil(V)]‘= k I 
si G = GL( V). 
k[G’]’ = k[t,..... r,. r;‘] ( 
k[Bil(V)]‘= k[s,...., T,,] ( 
siG=SL(V)etN=2n+ 1. 
k[G’lG = k[r,,..., r,-, , r,f, 7;‘) 1 
k[Bil(V)]‘= k[r, ,..., r,,-,, r,*j \ 
siG=SL(V)etN=2n. 
Remarquons que r; ,.,., t: sont algibriquement indkpendantes, de mgme 
que r0 ,..., r,, et que r. . . . . - r,-, , rt si N est pair. 
1.8. Retnarques. (1) Si p # 2, Pf se prolonge en une fonction rtgulike 
SL( V)-invariante sur Bil( v), mais pas si p = 2. 
(2) Le sous-espace H de Bil(V) n’est pas un sous-espace de Cartan au 
sens de [6] si N > 3 (pour l’action de GL( V) ou SL( V)). 
(3) Reference [ 1 ] donne un nombre trop ilevi: d’iltments algkbri- 
quement indlpendants dans k[Bil( V)IsL(“‘. 
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2. ORBIT-ES 
2.1. Le probleme d’equivalence des formes bilineaires a ete traite en 
particulier par Williamson [ 181, Wall [ 171, Riehm [ 121, et Gabriel 141. II 
s’agit ici surtout de fixer les notations. 
2.2. Une partition 1 de m E rr\l = EJ U (co ) est une suite decroissante 
A, >&>A,> *a* d’elements de K dont la somme est m. On a done ,Ii = 0 si 
i > m. On note 1” la partition duale de 1. Par definition ,I* est le nombre de 
parties de 1 superieures ou,egales a i. C’est aussi une partition de tn. On note 
.Ym l’ensemble des partitions de m, et 9 = U,,k .~Ym. Si ,I E -Ir”,, on pose 
IA ] = m. On note 0 la partition (0 ,... ). On pose A <p si xi<; AF > s,ip,5 
pour tout i E ki. C’est une relation de preordre. Si ]A] = ]p]‘# co, A <; est 
equivalent a I* > p *. 
Si x E End(V) est un endomorphisme nilpotent, on associe a x la partition 
;1 de dim Y dont les parties sont les dimensions des blocs de Jordan de s. On 
a ainsi dim Ker(x’) = zjsi AI+. Si s E End(V) est unipotent, on associe a s la 
partition de dim V correspondant a .Y - 1. Les classes unipotentes de GL( V) 
sont ainsi paramitrtes par ,Yv. 
2.3. Pour classer les formes bilineaires non-degeneries, on peut 
utiliser la decomposition de Jordan. Soit f E G’ et soit f = su sa decom- 
position de Jordan. 
( I ) Si p # 2. s E G’ est antidiagonalisable. On verifie sans peine que 
la classe de s dans G(V) est entierement dtterminee par les valeurs propres 
de I = s’. Si n,(x) est la multiplicite de x E k* comme racine du polynome 
caracteristique de t, on a n,(x) = n,(zc- ‘) et n,(-1) est paire. Recipro- 
quement. si I E GL(V) est semi-simple, n,(x) = IZ,(Y ‘) pour tout s E k* et 
n,(-1) est pair, alors il existe s E G’ semi-simple tel que s’ = t. Soit W., le 
sous-espace propre de t correspondant a X. Si y = s + .Y ‘. soit VX = 
W, + W,-,. Alors V = @ VY, s( W, x W,) = 0 si x # ?c-’ et la restriction s, 
de s a r/, x VY est non-degeneree pour tout y E k. La classe de u dans 
C cL,,.,(s) est determinee par la donnee pour chaque .r E k de la classe de 
uj, = u II ~ dans CG,.,,-y, (s,). Si y = -2 (resp. y = 2). s,. est une forme alternte 
(resp. symetrique), et la classe de u, est determinee par une partition A(-2) 
de dim V-, (resp. une partition A(2) de dim Vz) telle que AF - I,*+ , soit pair 
pour tout i impair (resp. pour tout i pair). De telles partitions seront appelees 
partitions symplectiques (resp. orthogonales). Si r’ @ (2, -2 } (c’est-i-dire si 
x f * 1 ou x est tel que ~7 = ,Y + x ’ ), on a C (r, ,,-,,(ss) 2 GL( W,), et la classe 
de uY est determinee par une partition A(y) de drm W,. 
Si YE F= ku (co}, posons 
pv= 1 siyE {2,-21 
-2 - sinon. 
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Les classes de formes bilineaires non-degenerees dans G(V) sont done 
paramitrees par les applications 1: k + P telles que: 
(a) ,I-2) est symplectique et l(2) est orthogonale; 
(b) S?.ek p,v lG)l = N. 
(2) Si p = 2. on a des formes bilineaires unipotentes: g E G’ est 
unipotente si et seulement si g’ E GL(V) Pest. Soit 1 la partition 
correspondant a g’. C’est une partition orthogonale. Si i est impair et 
A(? # /ii”+, * posons ci = 0 si g(( g’ - 1)‘. ‘(c), II) = 0 pour tout 
tl E Ker( g’ - l)‘, et ei = I dans le cas contraire. Pour les autres entiers 
j E IT.1, on pose E; = w. ou w est un objet distinct de 0. 1. De cette maniere les 
classes de formes unipotentes dans G(V) correspondent aux couples (I. E) 
tels que: 
(a) 1 est une partition orthogonale de N: 
(b) E: kl + (~0, 1 ) est une application telle que: 
(b,) si # w si et settlement si i est impair et ,I,? # ,I: , : 
W) ei = 1 si i est impair et A,+-- A,“+ , impair. 
En general soit f = su la decomposition de Jordan de f E G’. Soit 
V = @ W., la decomposition de V en espaces propres de s. Si y = x + .Y ‘. 
soit Vv = W, + W,- ,. Avec les memes notations que pour p + 2. la classe de 
U, dans Cr;,,.,,(s,) est donnte par une partition ,I(Jl) de dim W,, si J’# 0, et u,, 
est une forme bilineaire unipotente sur F0 correspondant a un couple 
(n(O), E). Les classes de formes bilineaires non-degenerees dans G(V) sont 
done parametrees par les couples (,I, e) ou 1 est une application de k dans 7’ 
et E une application de B1 dans ( LC), 0, 1 } telles que: 
(a) (n(O), e) correspond a une forme bilineaire unipotente sur un 
espace de dimension [1(0)1; 
(b) Lk P,, I44,)l= N. 
2.4. Soit fC Bil( V). Soient V, = 0. W,, = I/. et definissons par 
recurrence pour i > 1: 
On obtient ainsi une filtration 
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II existe un entier m tel que V, = V,, , et W, = W, + , . 11 est clair que f 
induit une forme bilineairef, sur Wi/Vi et que f,,, est non deglneree. De plus 
dim V,/V; = dim Wip,/Wi pour tout i> 1. Soient pour i> 1. 
ci = dim V//Vi-, et di = dim Vi/V,!. 
Prenons une base (e,,..., e,v) de V adaptee a la filtration 0 c Vi c 
V, c W, c V, c’est-a-dire obtenue en completant une base de VI en une base 
de V,. puis de W,, puis de V. La matrice F de f a alors une decomposition 
en blocs F = (F,) (1 < i, j < 4), et F,, est la matrice def, par rapport a la 
base (e; ,..., e,;.,) de W,/V,, oti e,! =e,,+,,+i + V, (l<i<N’=N-c,-2d,). 
On definit par recurrence sur m la notion de base standard: (e, ,..., e,w) est 
une base standard pour f si l’une des conditions suivantes est satisfaite: 
(1) f est non dtgtneree, c’est-a-dire m = 0; 
(2) m > I, (e,,..., e,V) est adaptee a la filtration 0 c Vi c V, c W, c V. 
(el ,..., e(,,) est une base standard pourf, . F14 = IdI, F,, = 0, F,, = 0, et FJ3 a 
une decomposition en blocs 
( 
Ir:+d: 0 
0 0 1 
ou pour tout r E N on note I, la matrice unite de M,.(k). 
On dit dans ce cas que F est une matrice standard. 
Montrons par recurrence sur m que de telles bases existent. On peut 
toujours choisir une base (e,,..., e,V) adaptee i la filtration et telle que 
(4 ,..., e,:,.) soit une base standard pour f,. Soit X E GL,v(k) une matrice 
ayant une decomposition en blocs 
x= 
i 
x,, x,2 x13 x,4 
0 x,2 0 xx t,yt 0 x24 ,, 1
et soit F’ = ‘XFX. 
Un calcul direct montre que les matrices X de cette forme pour lesquelles 
F’ est une matrice standard forment un ouver: dense d’un espace vectoriel de 
dimension c,N + d:. En particulier des bases standards existent pour tout 
f E Bil(V), et on a di>ci+, +di+,. Cette intgalite montre que si a E .2 est 
defini par a? = Cjai cj et pi = di - ai*, , , alors p = (J,, /I1 ,...) E 2. 
Soit GL(V), le stabilisateur de f dans GL(V) et soit s(f) = dim GL( V)/. 
On a: 
s(f)=sdfi)+c,N+d:. 
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On en deduit que 
sdf) = s(f,) + a:N - y cq-cfi”+ , x j3f . 
i> I i> I 
En effet. on peut supposer par recurrence sur m que s(f,) = s(f,) + 
afN’-xi>zU,Ta,?+, +ri>,Pf, d’oti la formule desiree puisque d, = 
P,+a:’ etN’=N-c-2d,=N-a:--a:--2/?,. 
Les r&hats precedents montrent aussi que les bases standards pour f qui 
donnent une base standard tixee pour f,,, forment une variete irreducible sur 
laquelle GL( V), agit transitivement. 
2.5. Dans la situation de (2.4), la classe defsous I’action de GL(V) 
est entierement determinee par la classe de f,,, dans G( W,/V,) et par les 
partitions a et /I. La classe de f, est caracdride par une application 
A’:k+.P si pf2, et par un couple d’app!ications A’:k+.P, 
E: N + (w, 0, 1) si p = 2. Soit A I’application de k = kU (O} dans 9 
prolongeant A’ et telle que A(w) =/I*. La GL(V)-orbite de f est maintenant 
caracterisee par le couple (a, A) si p # 2, et par le triple (a, 1, c) si p = 2. 
Soit IJaIl = ri.,a; (2a, - 1). On a alors: 
(1) Si p # 2, les GL(V)-orbites dans Bil(V) sont paramitrees par les 
couples (a. A) oti a E .P et A: k+ 9 sont tels que: 
(a) A(-2) est symplectique t A(2) est orthogonale; 
03 II4 + LIT P, IW)l = N. 
(2) Si p = 2, les GL(V)-orbites dans Bil(V) sont paramitrees par les 
triples (a. A, E) oti a E .Y, II: k+ .Y et E: N + (w, 0, 1 } sont tels que: 
(a) (A(O), e) correspond a une forme bilineaire unipotente sur un 
espace de dimension 1 A(O)l: 
(b) IId + LE P.,. IW)l = N. 
2.6. Si V = V’ ~3 Y” et si f’ E BiI(B’), f” E Bil(C”‘), la somme 
directe f’ Of” de f’ et f” est I’unique f E Bil(V) dont les restrictions a 
V’ x V’. I/’ x V”. V” x V’, et V” x Y” sont f ‘, 0, 0 et f” respectivement. 
L’existence de bases standards permet de retrouver un resultat de Gabriel 
141: toute forme bilineaire est somme directe d’une forme non-degeneree tde 
formes ami, b,, ayant des matrices du type suivant pour des bases con- 
venables: 
A,= B,= (Ko, 2) (m>l), 
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oil pour tout r E N. 
E ‘i+‘,(k), E I,,,. 
En fait, si f correspond au couple (a, A) (si p # 2) ou au triple (a. A. F) (si 
P = 2),f=f, 0 a 0 6, Oh a = 0 i<n; ant et b = @i, 1 b.l(,.,; 
Si f est non-dtgtnkrke, f = ayek f,, otifi est la restriction de f i L’! x V, 
(les notations sont celles de (2.3)). Dans le cas ghtral on trouve done 
f = a @ (ByEfif,,), en posant f, = b. On dit que a est la composante 
nilpotente de f et que @,EKf,, est la composante non-nilpotente. On dit que f 
est totalement nilpotente si f = a. 
En g&&al on dit que f est nilpotente si 0 E SL(V) . f: ii est facile de 
vtrifier que si a f 0, alors f est nilpotente. et que si cf = 0 alors si(f) f 0 
pour i = 1 A(u ce qui montre que dans ce cas f n’est pas nilpotente. 
2.7. Soit f=a@f’. oli a est totalement nilpotente et f’ non 
nilpotente, et soit V= V, @ V’ la dkcomposition correspondante de V. Cette 
d&composition n’est pas unique. sauf si f = a ou f = f ‘. Des rhultats de 
(2.4) on dkduit facilement: 
(1) Si f = f ‘, alors la d&composition V = @FEE Vy correspondant ti la 
dkomposition f = @y,gf, est unique. En particulier. GL( V), 1 
LE GU v?.),,, et s(f) = SyE~ s(f,.). 
(2) En g&&al on a scf) = s(f’) + a;FN - z;, , a,*aF+ , . 
2.8. 11 est facile de vtrifier que det(GL( Q) = k* si f est nilpotente. 
Si f n’est pas nilpotente. det(GL(V),) = ( 1, -1) sauf si toutes les parties de 
A(2) et L(2)* sont paires, auquel cas det(GL( V)r) = ( 1 }. On a done: 
dimSL(V)f=dimGL(V).,- 1 
= dim GL( I$ 
et si g E GL( V) . f, alors: 
si f est nilpotente 
sinon 
(1) si f est nilpotente, gE SL(V) . f; 
(2) si f n’est pas nilpotente, pour que g E SL( V) . f il faut que 
r(f)=r(g), oli t=r,* si N est pair et r:(f) # 0, et r = ri sinon, avec 
i = 1 A(a cette condition est suffkante sip = 2, ou si A(2) = 0. ou s’il existe 
j > 1 tel que A(2)j soit impair; 
(3) si f n’est pas nilpotente, p # 2, A(2) # 0 et toutes les parties de A(2) 
sont paires, alors {g E GL( V) . f ( r(g) = r(f)} (oti r est dtfini comme ci- 
dessus) est form6 de deux SL( V)-orbites. 
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3. D~OMPOSITION DE JORDAN 
3.1. Supposons p # 2. Soit f E Bil(V). On peut alors &ire 
f = s + m, (s. m E Bil( V)), oti s a une SL(V)-orbite fermee et ou m est 
nilpotente, de la maniere suivante: 
(a) si f est nilpotente, s = 0 et m = f; 
(b) sif est non-degeneree. s est la partie semi-simple de f dans G(V) et 
m =f-s: 
(c) si f correspond au couple (a, A) et 11(03)1= N/2 = n, on choisit 
une base (e, ,..., eK) de V telle que la matrice de f ait une decomposition en 
blocs (,; 2) avec A nilpotente et on prend pour s et m les formes bilineaires 
dont les matrices sont (i k) et (,” i), respectivement; 
Cd) si f n’est pas nilpotente, on a f = @yeKf,., et la decomposition 
correspondente If= OYEE vv est unique. On pose s = Or&., 
m = @rCEmr, oti f,, = s, + my est la decomposition donnee par (b) ou (c). 
3.2. PROPOSITION. Supposons p # 2. La dkomposition ci-dessus est 
deTnie de manihe unique et a les proprie’tb suiuantess: 
(1) GL(V& GL(V),; 
(2) 0 E SL(V), . m. 
Si f n’est pas nilpotente, on se ramene aux cas (b) et (c) de (3.1). Le cas 
(b) ne pose aucun probleme, de mCme que la propriete (2) pour le cas (c). 
De plus (1) est une consequence de l’unicite. Pour verifier l’unicite dans le 
cas (c), il faut montrer que le choix de la base ne joue aucun role. Si 
(e; ,.... e,(.) est une autre base de V telle que f ait une matrice de la forme 
F’= (f, :;). et si B E M,Jk) est telle que F’ = ‘BFB, on deduit de (2.4) que 
B doit etre de la forme (,i ’ ) avec XE GL,(k) et Y tel que ‘.y - I 7 
x-‘A Y + rY’X-’ = 0. c’est-i-dire A (Y’X) = -‘( Y’X). Comme A est 
nilpotente, on trouve alors Y’X = 0. done Y = 0. On conclut alors en remar- 
quant que 
X E GL,,(k) ( 
et 
3.3. La proposition ci-dessus montre que la decomposition 
f = s + m est une decomposition de Jordan au sens de [6]. 
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4. FIBRES ET SECTIONS 
On considere dam ce paragraphe les applications 
9,: G’ + A”, f + (Gu-)v*.7 w-))~ 
‘JI: Bil(V)+ A”+‘, f b (w-L r,- I(f), ef)). 
oti r = r, si N est impair et r = r,* si N est pair. 
4.1. PROPOSITION. (1) Les fibres de cp sent irreductibles, de 
codimension n, et sont chacune reunion dun nombrejki de GL(V)-orbites. 
tomes de codimension paire dans la fibre. 
(2) Les fibres de IJJ sont irreductibles, de codimension n + 1, et 
contiennent une SL(V)-orbite dense. Les Jibres autres que w-‘(O) sent 
chacune reunion dun nombre fini d’orbites, toutes de codimension paire dans 
la fibre. 
Soient x E A” et f E rp ~~ ‘(x). Soit (a, A) (si p # 2) ou (a, A, E) (si p = 2) le 
couple ou le triple associi if (ici a = 0 et A( co) = 0 puisque f E G’ ). II est 
facile de verifier que pour chaque y E k ],I( y)] est determine par X. et 
]n( y)] = 0 sauf pour un nombre fini de valeurs de .v. On voit done que cp ‘(x) 
est une reunion finie de GL( V)-orbites. Les composantes irreductibles de 
rp- ‘(x) sont de codimension <n dans G’, et pour demontrer (1) il suffh de 
verifier qu’il existe dans la fibre une unique orbite de dimension maximale, 
que sa codimension dam G’ est n, et que les autres orbites sont de 
codimension de meme parite. Cela est facile a l’aide des formules: 
dim GL( V)f = s(f) = x scf,), 
ycli 
s(f,J = y qv)i”2 si y 6Z (2, -2}, 
i>l 
s(fJ = + 
( 




2 (: q-2)3-2),? - (-1 )i)) 
I>’ 
scso,=+ ( y n(o),*@(o)* + (- 1 )i) ) 
l>’ 
+ \‘ wv -WK,) si p=2, 
EiTll 
Refs. 19, 141. 
On demontre ainsi (1), et aussi (2) pour les fibres autres que v/~- ‘(0). 
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Considtrons cette dernitre tibre. Pour 1 < r < (IV + 1)/2, soit 
X, = (f E Bil( V) ] 30 c V, c V,. c V tels que f(V, x V,.) =f( V,. X V,) = 0 
et dim V,. = r, dim V,. = r* } (oti r* = N - r + 1). C’est une sous-variete 
fermee irreductible de Bil( V) et codim,i,,y) X, 2 r*. D’apres (1.3), (1.4) et les 
resultats du paragraphe 2, toute forme bilineaire unipotente est contenue 
dans I’un des X,. On a done V-‘(O) =x” si N est pair et w-‘(O) = f,, ~, si 
N est impair, ce qui montre que IJ-‘(0) est irrtductible et de codimension 
n + 1 dans Bil(V). L’existence d’une orbite dense est fournie par (2.7): c’est 
l’orbite nilpotente correspondant a a = (n, O,...), A( 1) = (1, O,...) si N est pair, 
a a = (n + 1, O,...) si N est impair. 
4.2. Soit (e, ,..., eN) une base de V et soit X l’ensemble des formes 
bilineaires ayant des matrices de la forme 
si N est impair, 
si N est pair, 
oli Y' = (x,), Y" = (x, * -. x,,), et ou les matrices J, sont detinies comme en 
(2.6). 
4.3. PROPOSITION. La restriction de ty ci X est un isomorphisme. 
Soit x l’element de X ayant pour matrice celle donnee en (4.2). On trouve 
par un calcul direct: 
ri(x) = (-l)“+‘xi (O<i<n) si N est impair, 
ri(x)= (-l)““(Xi--xi_,) (O<i<n,x-,=O) 
r,*(x) =x,, ! 
si N est pair, 
4.4. COROLLAIRE. (I) Lesfibres de II/ sont Gduites. 
(2) Les fibres de y autres que w- ‘(0) sont normales. 
(3) Les fibres de rp sent normales. 
En utilisant le critere de Serre [ 11, p. 1251 et (4.1), on voit qu’il sufftt de 
verifier que chaque tibre de p ou de VI possede un point x tel que la differen- 
tielle i x de I’application consideree soit surjective, ce qui est clair d’apres 
(4.3). 
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4.5. PROPOSITION. Soit f E Bil(V). Les conditions suivantes sent alors 
iquivalentes: 
(a) dim SL(V),= n; 
(b) dy/, est subjective; 
(c) f est un point rkgulier de la variPte’ w-‘(y(f)); 
(d) I’orbite de f rencontre la variktte’ X de (4.2). 
D’aprh les rhltats prkkdents on a (d) + (b) o (c). D’autre part 
( g E I+-‘(y(f)) 1 dly, est surjective} est non-vide, SL( V)-stable et ouvert. 11 
contient I’orbite dense de I+-‘(v/(f)). Ainsi (a) + (b). I1 suff3 maintenant de 
montrer que (b) * (a). En effet. une fois cela connu on aura aussi (a) * (d) 
puisque v/ - ’ (ty( f)) rencontre X. 
On montre en fait que non(a) 3 non(b). Mais {f E Bil( V) / dv,. n’est pas 
surjective} est fermi dans Bil(V). et nous verrons au paragraphe 6 que 
(f E Bil( V) if E G’ est antidiagonalisable et dim SL( V)f > n } est dense dans 
(fE Bil( V) 1 dim SL(V)J > IZ}, sauf si N = 3. Supposons N # 3. On peut 
done supposer que f E If,, ou H, est defini comme en (1.5). L’argument de 
116. p. 1241 peut etre utilise pour montrer que dans ce cas dy-, est surjective 
si et seulement si d(y/ I,,)f Pest. 
On utilise les notations de (1.6) et on note u,,..., on les fonctions 
symttriques elementaires en II variables. 
Si N est impair, il s’agit d’etudier le morphisme compose 
avec u(a) = (Z,(a), (Y,(a) ,..., Y,,(a))) et /WY,, . . . . I ,, Y ) = (u,(x, + s; ’ . ...* 
x,, + x, ‘) ,..., u,(x, + x, ’ ,..., x,, + x,; I)). D ans ce cas, la fonction /3 peut etre 
interpretie comme le quotient d’un tore maximal de Q?,,(k) par le groupe de 
Weyl. On sait d’apres [ 16, p. 1271 que dp, est surjective si et settlement si 
s = (x, ,..., x,) est tel que xi f -Y: ’ pour tout i # j et -of # 1 pour tout i. On 
en deduit facilement le resultat desire. 
Si N est pair, soit K = {a E H, / X,(a) = 1 pour n + 2 < i < N} et soit 
y: H, + K le morphisme tel que X,(y(a)) = X,(a) X,.(a)- ’ si 1 < i < n - 1 et 
XJy(a)) = Xi(a)(n,,,i,,, Xi(a)) si n < i < n + 1. On a alors (i/ iI,, = 
(w IH,) 17 y. II suffit done d’etudier le morphisme 8: K + A”’ ’ donne par 
I9 = (f?, ,..., 8, + , ) = (Z, ,.... Z, . , , Z, ~ Z:). Ainsi 0, ,..., en _ , s’obtiennent en 
multipliant par X, . . . X, + , les fonctions symttriques eltmentaires u, ,.... u,, , 
en les tz variables X, + X; ’ ,.... X,, ~, + Xi-!, , X,,X;,! , + X; ‘X, + , . 
Soit J(f) = det(Hi(f )/aXj). 
II est clair que si N > 6 et X,(f) = X,(f ), alors 80,(f)/2X, = aOi(f)/aXz 
pour tout 1 < i ,< tz + 1 et done J(f) = 0. 
Si N > 2. les fonctions 8, . . . . . 0,, sont symttriques en X,, et X,,, , et sont 
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chacune somme d’un polynome homogene de degre 0 en X,, X, + , et d’un 
polynome homogene de degre 2 en X, , X, + , . Done %,/ax,, + kMi/aX,, + , est 
un multiple de X,, + X,,, , p our 1 < i < n, et aussi pour i = n + 1 puisque 
dans ce cas 38;/8X, + kMi/sX,, + , = 0. On en deduit que la fonction 
polynomiale J est un multiple de X,, + X,,+ , . En particulier on a J(f) = 0 si 
X,(f) = -x,, + I (f )* 
Un calcul direct montre d’autre part que si N = 4 et X,(f) = 
X,(f) X,(f) - ‘, alors J(f) = 0. 
Les resultats ci-dessus impliquent que d(w I,,,), n’est pas surjective si 
dim SL( V)f > rt. Cela montre que (b) 3 (a) si N est pair. 
Pour N = 3, on verifie directement que d(w I,,) n’est pas surjective sif E H 
est tel que dim SL( V)/ > II, ce qui sufftt a demontrer la proposition dans ce 
cas puisque la reunion des orbites de tels elements est dense dans 
( g E Bil( V) 1 dim SL( V), > rz}. 
4.6. COROLLAIRE. Si N > 3, t,-‘(O) n’est pas nor-male. 
L’argument est le meme que pour (4.4). 
5. INDUCTION ET NAPPES N~N-NIL~~TENTE~ 
5.1. Soient H un groupe algebrique et X une variete sur laquelle H 
agit. Une nappe de X est un sous-variete irreductible de X formee d’orbites 
d’une meme dimension, et maximale pour cette propried. Les nappes sont en 
nombre tini et recouvrent X si H est connexe. 
On note Xreg I’ouvert de X forme des orbites de dimension maximale. 
C’est une nappe (la nappe reguliere) si X est irreductible. 
5.2. Soit V= V,@ V, @ ... @ V,, avec Vi= V: @ Vy pour 
1 < i < r et dim Vi = dim I$!‘. Soient X = Bil(V) - w-‘(O) et X’ = 
(fEXIf(ViX Vi)=0 pour i#j et f(V,lX V;)=f(VyX Vr)=O pour 
1 <i,<r). Le groupe L=GL(V,)X nl,i,,.(GL(Vi’)xGL(~‘~)) s’identifie 
a la composante neutre du stabilisateur de X’ dans GL(V). Soit M= L u 
(X’ TI G’). C’est un sous-groupe ferme de G(V) dont la composante neutrc 
est L. Soit P le stabilisateur dans GL(V) du drapeau D = (D,,..., DLr+ ‘). 
oii D,=O, DI+‘=Dr@ V,,, et pour l<i<r, Di= Die, @ V;, 
Dr+i+l=Dr+iO V:‘-i+l* C’est un sous-groupe parabolique de GL(V) qui 
admet L comme sous-groupe de Levi. Soit R = (fE Bil( V) If stabilise D, 
f(V,XV,)=Oetf(V~XV~)=f(V,YXV~)=Opour l,<i<r). Soitencore 
(e , 1*.-T e,) une base de V adapt&e a la filtration D. 
5.3. Dans le cas particulier ou V,, = 0 et r = 1, on a V = V’ @ V” 
avec dim V’ = dim V”, Les L-orbites darts X’ sont alors classics comme suit. 
481.‘80”-2 
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Pour tout f E X’ on a des decompositions canoniques V’ = @xCli V: et 
V” = oxEli Vi telles quef((V; @ V.;) x (VI, @ V.;)) = 0 pour .x # y, et telles 
que pour des bases convenables de V-c, V;, la restriction de f i (V-t 0 V;) X 
(Vi 0 Vc) ait une matrice de la forme 
avec m = dim Vi = dim V: et A, E M,(k) nilpotente [5]. 
Si ,~(x) est la partition associie i A,, on a dim L,.= xxali (xi,, p(x)T2). 
5.4. LEMME. Soit f E X’. Ii existe alors une sowvari&P irrkductible Y 
de X’ contenant f et telle que: 
(1) Y est formke de L-orbites de me^me dimension que L . f; 
(2) (f’ E Y( GL(V),. = Lr.\ est dense dans Y. 
Supposons pour simplifier que r = 1. La matrice de f a alors une decom- 
position en blocs 
Pour x E GL,(k), soit f, la forme bilineaire dont la matrice est 
i x,,‘A 0 +xz2C B 0 x,,A +x,,‘C 0 
On verifie facilement qu’on peut prendre Y = (u,,,,, L . Jy)“” (toutes les 
adherences sont prises dans X). 
Dans le cas general on procede de mtme avec une famille de r elements de 
GL z(k). 
5.5 PROPOSITION. Soit f E X’. Alors (UgeGLtI,) g . (f + R))reg est me 
GL(V)-orbite, et dim GL( V)J = dim L, si T appartient ci cette orbite. 
Si f’ E f + R et si ry est l’application dttinie au paragraphe 4, on a 
w(f ‘) = y(f). D’apres (4.1), lJ = UgcGLo., g . (f + R) est done une reunion 
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finie de GL(V)-orbites. Comme U est irreductibles, Ureg est une GL( V)- 
orbite. En utilisant l’application w et (5.4), on trouve aussi que 
dim II > dim GL( I’) - dim L,. Mais dimU<dimG/P+dimL.f+ 
dim R = dim GL(V) - dim L,, ce qui demontre la proposition. 
5.6. Si dans (5.5), L . f = p et GL(V) . f = P, on ecrit 
? = Ind::,(P). It est clair que si f est telle que GL(V)/ = L,, alors 
+=GL(V).J 
Si Y est une sous-variete de X’ formee d’orbites d’une meme dimension, 
soit P= (UQEGL,C-, g . (Y + R))‘eg. On a P = up, r Indi.(p), et on ecrit P = 
Inds.( Y). 
En prenant Y comme en (5.4), on voit que si P est une L-orbite dans X’. 
on ne change pas P = Ind;(P) en permutant les sous-espaces V, ,..., V,, ou 
en permutant I’; et I’: (1 < i < r). Done 3 ne depend que de P et X’. 
On voit aussi que si S est une L-nappe de X’, alors g= Ind:(S) s’obtient 
aussi en posant 3 = (GL( V) . S)reg. 
La determination du couple (a, A) correspondant a d (ou du triple (a, A, E) 
si p = 2) se ramene facilement au problime de I’induction pour les classes 
unipotentes de GL, (pour y & (2, -2)), des groupes symplectiques et 
orthogonaux (p # 2, y = -2 ou 4’ = 2) et pour les formes bilineaires 
unipotentes (p = 2, y = 0). Des algorithmes pour chacun de ces cas sont 
don& dans [ 141. 
5.7. Si dans (5.2) on a V= V, = V’ @ Y” et des decompositions 
V’ = w; @ ..* @ w;, V” = wl’ @ *. . @ w: avec dim W,f = dim W,! 
(1 <i<s), on peut ecrire V=(W{@ WY)@ ... @(W:@ Wf) et definir a 
l’aide de cette decomposition une sous-variete X” de X. On a X” c X’ et on 
peut definir une induction de X” a X’ de maniere similaire a ce qui a ete fait 
en (5.5). Si 1p est une orbite dans X” (pour l’action de la composante neutre 
du stabilisateur dans GL(V) de X”), on note Ind$:.(/‘) la L-orbite obtenue de 
cette maniire. 
Plus generalement, si V = V, @ . . . 0 V, et si I’on a des decompositions 
v,= w”@(w;@ Wl’)@.** @(w;@ Wl’), Vi’ = Wl, @ . -. @ W(, et 
v/’ = rvl; 0 . . . @ W;‘, (avec dim W,! = dim IV/ et dim W,!i = dim I+‘$.). on 
obtient une sous-variete X” de X’ en considerant le decomposition V = W,, 
0 (w; @ Wl’) @ ... 0 (y 0 w:> 0 (w;, 0 Wl;,) 0 .-- 0 w:,,o VJ, 
et on a une induction de X” i X’. Cela se verifie facilement en utilisant (5.5) 
et le cas particulier consider+ plus haut. 
Si F est une orbite dans X”, on deduit immediatement des definitions que 
Ind:$..(F) = Ind;(Ind:::,(P)). En ce sens I’induction est transitive. 
5.8. La methode utilisie par Borho et Kraft pour decrire les nappes 
dans le cas de I’action adjointe [2, 31, s’adapte facilement au cas des GL( V)- 
nappes dans X. Pour cette raison (5.10) sera don& saris demonstration. 
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On remarquera cependant qu’on ne peut pas utiliser la decomposition de 
Jordan si p = 2. La relation d’equivalence qui donne les “Zerlegungsklassen” 
de Borho et Kraft doit etre remplacee par: si f, f’ E X correspondent respec- 
tivement aux triples (cf, A, E), (a’, A’. E’), f et f’ sont equivalentes si F = F’ et 
s’il existe une permutation rc de k fixant 0 telle que A’ = ~7 o,I. 
5.9. On dit qu’une GL( V)-orbite dans X est rigide si elle ne peut pas 
Otre obtenue par une induction propre (c’est-a-dire avec X’ #X). On dit que 
f E X est rigide si GL( V) . f l’est. Si f = ayEE f,, , on verifie facilement quef 
et rigide si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites (voir 
1141): 
(1) sip#2,f=f_z@fi,etpoury=-2 (resp.y=2)ona: 
(a) A(y),? # A(y),?+, si A(y):+, f 0; 
(b) A(y)* - A(JT),?+, + 2 si i est pair (resp. impair); 
(2) sip=2,f=f,et: 
(a) si A(O):+, f 0 et E,~, = ci+ , . alors A(O): f A(O)i : 
(b) on a A(O): - n(O):+, # 2 si i est impair et ci = I ou si i est pair, 
‘it I =Oetcim,fl. 
On n’a done qu’un nombre fini d’orbites rigides dans X. 
On d&tit de meme les orbites et les formes bilineaires rigides dans X’. Ce 
sont celles qui ne peuvent pas etre obtenues par induction a partir d’un 
X” c X’ avec X” # X’. Dans le cas ou V= V, , les formes rigides sont celles 
qui pour des bases convenables de Vi et J’; ont des matrices de la forme 
I” 
(.:: ) n 0 
ou (19, “0”) (XEk). 
Ces orbites forment une nappe dans X’ (comparer avec [lo]). 
On deduit facilement des cas trait& ci-dessus quelles sont les orbites 
rigides de X’ en general. 
5.10. PROPOSITION. (1) Soit f E X. Afors GL(V) . f est une GL(V)- 
nappe si et seulement si f est rigide. 
(2) Si S est une L-nappe duns X’, alors s= Ind:.(S) est une GL(V)- 
nappe dans X, et cette relation induit une bijection entre les nappes de X et 
les GL( V)-orbites de couples (X’, S) oti X’ est du type dkrit en (5.2) et S est 
une nappe de X’ formPe d’orbites rigides. 
(3) La proprie’te’ (2) reste vraie en replacant X par X’ et X’ par X”, 
oli X” est du t-vpe deyni en (5.7). 
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5.11. 11 resulte de (2.8) que les SL(V)-nappes et les GL(V)-nappes 
de X coincident et que les GL(V)-nappes de Bil(V) qui rencontrent X sont 
entierement contenues dans X. 
5.12. Considtrons maintenant I’action de SL(V) sur Bil( V). Dans 
ce cas la nappe regulitre est la reunion des orbites denses des fibres de ty, 
d’apres (4.1). On dit que les elements de cette nappe sont les formes 
bilineaires regulieres. Une forme bilineaire f est done reguliere si 
dim SL (V& = tr. 
-- 
5.13. LEMME. Soit f E Bil(V) une forme r&guli&e. Alors GL(V) . f 
contient toutes Ies formes bilin~aires ‘nilpotentes. 
On peut supposer que f n’est pas nilpotente. On a 0 E GL(V) . f et on 
conclut en evaluant la dimension des fibres de la restriction de ty a 
GL(V) .J: 
5.14. LEMME. Supposons que N > 3 soit impair. Soit f E Bil( V) une 
forme biliniaire nilpotente rPguliPre et soit (e, ,..., e,,r) une base de V standard 
pour J: Soit f' E Bil( V) une forme bilin&aire telle que f ‘(ei, ej) = f (ei, e,i) si 
i#Nouj#l.Alorsf’ESL(V).J 
Par recurrence sur N il est facile de trouver une base standard pour f '. La 
matrice de f’ par rapport a cette base est la matrice A, + , introduite en (2.6). 
5.15. Deiinissons X’ comme en (5.2). Le groupe L agit aussi sur 
Xl. Soit f E X’. On dit que l’induction de F a Bil( V) est possible pour f s’il 
existe fE f + R telle que dim GL(V)7= dim L,. On ecrit dans ce cas 
GL( V) . T= Ind$““‘(L . f ). Remarquons que le meme argument qu’en (5.5) 
montre que la GL( V)-orbite de 7 est unique et que dim GL(V),, > dim L, 
pour tout f’ E f + R. Remarquons aussi que les elements de f + R sont 
nilpotents si et seulement si f l’est. 
Supposons que r = 1 et choisissons une base (e, ,..., e,v) comme en (5.2). 
Supposons que la matrice de f E p soit de la forme 
ou .Y E k, m = dim Vi et F” est la matrice de f” =flr., x c.,I. Soit (a. A) (ou 
(a, A, E) si p = 2) le couple correspondant a f ‘. Supposons que a: < m. 
Alors I’induction est possible. Soit p la partition definie par pi = a, + 1 si 
i,<a~,/3,=a, si i>a ;“. Ikrivons f” = a @ b oti a est totalement nilpotente 
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et b non nilpotente. Soit 6’ la forme bilinkaire obtenue par induction i partir 
de la situation suivante: 
oli rti’ = m - a;“. Soit ,u I’application de k dans 9 correspondant ti 6’ (ou 
01. cp) le couple correspondant si p = 2). Alors @,iu) (ou (j3,~, cp) si p = 2) 
correspond B une GL(V)-orbite dans Bil(V). On vtrifie i l’aide de (5.14) que 
cette orbite rencontre f + R, et i I’aide de (2.7) que dim( V)T= dim L, si 7 
appartient ti cette orbite (remarquons que (5.14) est un cas parficulier de ce 
rtsultat). 
5.16. A I’aide de (2.7) et (2.8) on vlrifie facilement que si 
f E Bil( V) n’est pas rtgulike, alors dim SL( V),.> IZ + 2. On dit que f est 
sous-rkgulitke si dim SL(V).,= n + 2. Soit (a. ,I) le couple (ou (a. A, E) le 
triple si p = 2) correspondant AJ Alors f est sous-rkguliire si et seulement si 
les conditions suivantes sont satisfaites: 
(a) s’il existe y,, E I? tel que f = f,.,, (avec les notations de (2.6)). on a: 
(a,) si y0 & (2, -2}, A(y& = 1 et l(yJj = 0; 
(a?) si y0 = -2 et p f 2, 1 < J(J~,)~ < 2 et A( yO).l = 0; 
(a3) si y0 = 2 et N> 4 est pair. 2 ,< A(y,)? ,< 3 et ;I(yOjz = 0, et de 
plus E, # 0 si p = 2: si N = 2 et y0 = 2, alors p = 2 et F, = 0: 
(a,) si y0 = 2 et N est impair, A( J'~)? = A( .I',,)~ = 1 et A(y,), = 0, et 
de plus E, # 0 si p = 2; 
(b) si f n’est pas nilpotente et f = @,,rf,,, alors il existe y,, E k tel 
que& soit sous-rt%gulitre tf,, rtgulitre pour tout y f y. ; 
(c) si f est nilpotente, soit f = a @ 6, oti a est totalement nilpotente et 
b non-nilpotente. Alors b est une forme bilintaire rigulitre sur un espace de 
dimension 2 si N est impair, 3 si N est pair. et u est une forme nilpotente 
rtgulikre, i I’exception du cas oti N = 2. Dans ce dernier cas 0 est la seule 
forme bilineaire sous-rtgulike nilpotente. 
5.17. PROPOSITION. Les SL( V)-nappes sous-rkgufihes duns Bil( V) sent 
toutes de codimension 3. Elles rencontrent toutes X, sauf une si N = 3. De 
plus : 
(1) si N = 2, il y a une seule SL( V)-nappe sous-rigulihe; elle est 
formke des formes bilinkaires alter&es; 
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(2) si N > 4 est pair, il y a exactement deux SL( V)-nappes sous- 
rigulihes dans Bil( V); 
(3) si N > 3 est impair et p f 2 (resp. p = 2), il 4~ a exactement trois 
(resp. deux) SL( V)-nappes sous-rkgulihes dans Bil( V). 
On commence par determiner les SL(V)-nappes sous-regulieres de X i 
I’aide de (5.10) et (5.11). On en a une si N = 2 ou si N = 3 et p = 2, deux si 
N > 4 est pair, ou si N = 3 et p # 2, ou si N > 5 est impair et p = 2, et trois 
si N > 5 est impair et p # 2. Toutes ces nappes sont de codimension 3 dans 
X, done aussi dans Bil( V). Si N = 2, la nappe sous-reguliere de X est formee 
des formes bilineaires alter&es non-degedries et contient 0 dans son 
adherence. Si N > 3 les formes biliniaires sous-riguliires nilpotentes forment 
une variite irreductible Y de codimension  + 2 dans Bil(V). Si N = 3, c’est 
une nappe. Si N = 4 ou N = 5, un calcul direct montre que chaque forme 
bilineaire sous-regulike nilpotente est adherente a la GL(V)orbite d’une 
forme bilineaire sous-regulihe non-nilpotente, ce qui montre que la variete Y 
est contenue dans I’adherence d’une SL(V)-nappe sous-reguliere de X. En 
utilisant I’induction on verifie tinalement que si cette derniere propriete est 
vraie pour N, elle est aussi vraie pour N + 2. 
5.18. Remarque. Soit @ le systeme de racines de GL(V). Le groupe 
G( V)/GL( V) agit sur @ et on peut donner a I’ensemble @’ des G( V)/GL( V)- 
orbites dans @ la structure d’un sysdme de racines, de type C, si N est pair, 
de type EC, si N est impair. Soit W son groupe de Weyl. Si p # 2, les 
GL(V)-nappes sous-regulieres dans G’ (ou dans X) correspondent aux W- 
orbites dans @‘, c’est-i-dire aus differentes longueurs des racines de @‘. Si 
p = 2, on a encore le meme resultat, mais les racines dont le rapport des 
longueurs est 2 donnent la meme nappe sous-reguliere. 
6. D~G~N~RESCENCES 
Dans ce paragraphe on considere deux GL(V)-orbites F, y’ 
correspondant respectivement aux couples (a, A), @,,uj si p # 2, aux triples 
(a. A, E), @,u, cp) si p = 2, et on etudie la relation P < F’ (c’est-i-dire 
fr; c F’). 
On pose a = a:. b =/IF. 
6.1. On pose (a, A) < @,,u) si les conditions suivantes sont 
satisfaites: 
(1) pourtoutyEkettouti>l,ia+~.,i13(y),?>ib+~<i~(~)J~; 
(2) soient ab et /3” les partitions dtfmies par (a”),? = a: + 6, 
cp”): =/IT + a; on a alors ab a/?“. 
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si p = 2, on pose (a, 1, E) < (j?, u, q) si (a, A) < (j?, ,u) et si de plus on a: 
(3) pour tout i >, 1 tel que vi = 0 et iu + CjGi l(O),* = ib + zci y(O)?, 
on a ei # 1 et (a + Am+ ,) - (b + p(O),?+ ,) est pair. 
II est clair que cela definit une relation d’ordre sur I’ensemble des couples 
ou des triples correspondant g des GL (Qorbites dans Bil( V). 
6.2. TH~OR~ME. (I) Si p # 2, on a /F <F’ si et seulement si 
(%A)< Ga.,PU). 
(2) Si p = 2, on a P < f ’ si et seulement si (u, A, 6) < @p. p). 
La dlmonstration est donnke en plusieurs &tapes. 
6.3. LEMME. Supposons qu’on ait /T’ < F ‘. Alors (u, A) < (/I, ,u) si p # 2, 
et (‘1, A. E) < @,,u, p) si p = 2. 
Soit (e, ,..., e.,) une base de V et soit x E k. Soit r3,. : Bil( V) x V x V + V, 
UL’4~L.ia\ (f(c + xw, e,i) - f(e,i, w)) e,i. 
II est clair que 8, ‘(0) ne dipend pas du choix de la base. On en diduit 
facilement que si V = V’ @ V”, c = c’ + c”, w = iv’ + IV” (c’, ~1’ E V’. II”. 
IV” E V”) et f = f’ of” (f ’ E Bil( Y’), f” E Bil( V”)), alors B,(f, U. IV) = 0 
si et seulement si &(f’, c’, ~7’) = 0 et 0.F(f”, tj”, tip”) = 0, oti 8-t. et f3:! sont 
difinis i I’aide de bases de V’, Y” respectivement. 
Soit maintenant 8, i : Bil( V) x Vi -+ Bil( V) x Vi I’application dktinie par 
(A c, ,.... L’i) k+ (.A 4,c.i 0, LI,), e,(s, ~3,. ~1~) ,... , e,(f; c,-, . ~7~)). 
On vkrifie facilement A I’aide des remarques ci-dessus que 
dim 8,; S,,i(f, 0 ,..., 0)) = ia + xj,.A.(y)T sifEF, otiy=x+Y si .r#O _ 
et J’ = co si s = 0. La semi-continuiti de la dimensions des fibres d’un 
morphisme montre que la condition (1) de (6.1) est satisfaite. 
On pro&de de manitre similaire pour la condition (2) en utilisant le 
morphisme B;.i: Bil( V) x Vi + Bil( V) x Vi x C’. (J; u, ,..., ci) F+ 
(B&f, 0, ,..., ~9~). e,(J ui, 0)). On trouve que dim 19& ‘(/&(f, 0 ,..., 0)) = 
iaF-a*-...-a? 1 +, si f E F, d’oti la condition (2). 
Si p’= 2 et si i est un entier tel que vi = 0 et ia + xjGiA(0),* = 
ib + cj,i~(0),F, on montre d’abord que ci # 1 en calculant la dimension 
des fibres de e;.i : Bil( V) x Vi + Bil( Y) x Vi x k, (f. z?, .,.. ui) F+ 
euf. 0, ,..., L!~), f(~!, , tji)). On a en effet dim 0;;; ‘(f?;,,(f: O,..., 0)) = 
ia + CjCi A(O),? so f E F et ci # 1 et dim B;,‘(B;.j(fi O,.... 0)) = ia + 
xiGiA(0)F - I sifE/r; et ci= 1. 
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I1 faut encore montrer que (a + i(O):+ ,) - (b +p(O)T+ ,) est pair. 
Supposons que ce ne soit pas le cas. On utilise alors l’induction en partant de 
ou F est la matrice de f E P et m = b + n(O): - 1 (avec les notations de 
(5.2) on a done r = 1 et dim Vi = m). D’apres (5.15) l’induction est possible 
et on trouve une orbite 8 dont les elements ont des formes bilineaires sur un 
espace de dimension N + 2m. Soit (&, 1, a?) le triple correspondant a F. De 
mime man&e on trouve un triple &,& $) correspondant a une orbite F’ 
obtenue par induction en remplacant F par la matrice de g E F’. On 
constate que (i + l)cx’T + TjGiI(0),+ = (i + I)/?: + xj,i$(0)j* - 1. Done lr’ 
n’est pas une degenirescence de ?‘. L’induction &ant croissante, r? n’est pas 
non plus une degtnerescence de P’, contrairement i l’hypothese. 
6.4. Soit f E Bil(V). On a une projection canonique ;rl: -<r-+ B (V), 
(F,, F, v..., F,&,) F+ F,. Soit F EXf. On a une forme bilineaire induite par f 
sur F,- ,/F, . Soient L c W des sous-espaces de V de dimension 1 et N - 1 
respectivement. Choisissons g E GL(V) tel que g(F,) = L et g(F,.- ,) = W. 
On obtient ainsi un isomorphisme F,v-, /F, z W/L (dependant de g), done 
une forme bilineairef, sur W/L. Si A est un sous-ensemble GL( W/L)-stable 
de Bil(W/L), la condition f, E A ne depend pas du choix de g. Soit 
X, = {F E ,Ff 1 f, E A } et soit Y., = X(X,,). On montre facilement que si A est 
ferme dans Bil(W/L), alors X, est ferme dans Lq, et done I’, est ferme dans 
P(V). Supposons maintenant que f E /r et que a: = at et soient (“I, /“z des 
GL( W/L)-orbites dans Bil( W/L). Alors Y,, n Y,, = 0 si /: # “i,, et si de 
plus Y,, n YpI f 0, alors F, < fr;z. 
6.5. LEMMA. Supposons que c” et F’ soient totalement nilpotentes, que 
a=b=2, que (a,l)<@,p) si pf2 et que (a,,l,c)<(/j),p,~) si p=2. 
Alors F < /“‘. 
II suffit de considerer le cas ou a = (r + I, s - I,0 ,...) et /I = (r, s, 0 ,... ), 
avec r > s > 2 et N = (2r - 1) + (2s - 1). Soit V’ un espace vectoriel sur k 
de dimension N + 2 muni d’une base (e,,..., e,, ,). Soit f l’unique forme 
bilineaire sur V’ totalement nilpotente corespondant a la partition 
(r + 1, s, 0 ,...) et admettant (e, ,..., e.,+ ,) comme base standard. Pour tout 
t E k, soient L,=k(e,+te,) et W, = {v E V’ 1 f(eo + te,, u) = O}. 
Remarquons que f induit une forme bilintaire f, sur W,/L,. En utilisant 
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(5.14), on voit que f, est totalement nilpotente et correspond a la partition p 
si t # 0, a la partition CI si I = 0. D’apres (6.4) on a alors F ,< F’. 
6.6. On suppose maintenant que (a, A) < (J,p) si p + 2 et 
(U, 1, E) < @.,U, o) si p = 2. On montre que P < P’ par rtcurrence sur N. On 
utilise aussi la remarque evidente suivante: 
6.7. Si I’on a & g E Bil( V) et des decompositions V= V’ @ V”, 
f=f’@f”,g=g’@g”avecf’<g’etf”<g”,alorsf<g. 
On peut appliquer cela en particulier quand il existe i, j E N et y E k tels 
que ai =/Ii # 0 ou A(Y)~ = ~u(y)~ # 0, avec de plus dans ce dernier cas si 
y = 0 et p = 2: E, = pm, ou c, = 1 et A(O): - A(O):+, > 3, ou rp, = 1 et 
P(o): -P(O) m*+, > 3. oti m = A(O),. 
On suppose dans la suite que cela ne se produit pas. 
6.8. Si P et F’ sent non nilpotentes, on a forcement IA(y)1 = Ip( 
pour tout y E 6. On en deduit qu’il sufftt dans ce cas de montrer que P < F’ 
quand il existe J’ E k tels que IP( = N/2 si y & {2, -2) et Ip( = N si 
y E (2, -2}. On se ram&e alors facilement a I’etude des degenerescences des 
objets suivants: 
(I) classes unipotentes dans GL,(k) si y 6Z (2, -2); 
(2) classes unipotentes dans O,.(k) si y = 2 et p f 2; 
(3) classes unipotentes dans Sp,(k) si y = -2 et p # 2; 
(4) classes de formes bilineaires unipotentes si y = 0 et p = 2. 
Dans chaque cas les resultats desires sont connus. Pour (I), (2) et (3) voir 
[7,8]. Pour (4) voir [14]. 
On peut done supposet que /r; est nilpotente. On a done a > 1. 
Cela montre aussi que si a = 6. on peut supposer que II( y)I # Ip( 
chaque fois que ,u(y) # 0. 
6.9. On procede a une serie de reductions en cherchant des couples 
(7, V) si p # 2. des triples (y, V, ry) si p = 2, verifiant la condition suivante: 
(R) ce couple ou ce triple correspond a une GL(V)-orbite fl” dans 
WV) et (a, 1) < (Y, PI< @ ,uu) si P + 2, (a, 1, E) < (y, v, v) ,< @, P, v) si 
p = 2. 
Si cette condition est satisfaite et s’il possible de montrer que I’une des 
relations P <PI’, P” < 6’ est vraie, on peut remplacer F ou F’ par (n”, 
suivant les cas. 
6.10. On a forcement a > b. Supposons b > 2. Soient r = a,. s = ,h’,, . 
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On a alors r < s et xjci (a”): < Cjci(pa)i* pour r<i<s. Soit t=Pb-,. _ 
Soit y la partition definie par: 
yj = /Ii - 1 sij=b 
=Pj+ 1 si j=&++, + 1 
= Pj sinon 
On pose v =p, et ty = v, si p = 2. La condition (R) est satisfaite et d’apres 
(6.5) et (6.7) on a F” < fl’. On peut remplacer F’ par F”. 
Par recurrence sur b et Pb on se ram&e ainsi au cas 0U b ,< 1. 
6.11. Supposons a > b = 1. Soit y0 E k tel que y0 C$ 12, -2) et 
,Qv,,) = 0. Soit y = (p, - I,0 ,...) et definissons V: k-+ 3 par v(y,,) = (1,0 ,... ), 
r(p) =p(g) pour y # y,,. Si p = 2, soit encore ty = (o. La condition (R) est 
satisfaite. De plus, si P’ n’est pas totalement nilpotente on trouve F” < P’ a 
l’aide de (6.7), et si P’ est totalement nilpotente on a aussi F” G/c’ car 
alors F”’ est I’orbite nilpotente reguliere. On peut done remplacer F’ par F”. 
Si a > 2, on peut ainsi se ramener au cas oti b = 0, per recurrence sur 
P, -a,. 
Si a = b = 1, on a k(y) <p(y) pour tout y E k et lA(y)l f IP( chaque 
fois que ,~(y) # 0. On procede comme pour le cas oti a > b. On prend 
y = (p, - I, 0 )... ). S”1 I existe >0 E k. .I’~ fZ (2. -2 }. tel que ,u( yO) # 0. on prend 
v tel que r(y) = p(p) si y + y. et 
“(Y(j)i =Po’O)i + ’ si i= 1 
=P(4’O)i sinon, 
et on prend IC/ = CQ si p = 2. 
On peut supposer que Cr;’ n’est pas totalement nilpotente (sinon p’ serait 
I’orbite nilpotente reguliere et on aurait alors p < F’). Si p(y) = 0 pour tout 
~7 & (2, -2), il existe alors y0 E (2, -2) tel que ~(1’~) # 0. On prend 
r(y) =P(J’) pour y # y0 et on definit r(yO) comme suit: 
(a) pf2: 
(a,) si J’O = 2 (resp. si y. = -2) et si ,u(J~,), est impair (resp. pair), 
on pose: 
“(.“‘O)i =Pu(J’O)i +2 si i= 1 
=lu(YcJi si i> 2; 
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(az) dans le cas contraire, 
“(4’O)i =Pu(YO)i + I si i<2 
= iu(?‘,); si i> 3. 
(b) p=2: 
@,I si m = ,~(y~), est impair et (D, = I, en dlfinit v(y,) comme en 
(a,)avec I// tel que tym#O, ym+?= 1 et yi=qi pour i#m, m t 2; 
(‘4 si i =,u(yO), est pair, on d&nit v(yO) comme en (a?) et on 
trend w,,, + , = 1, yi=‘pi pour ifm; 
(b,) si m =p(y,,), est impair et p,,, = 0, on dtfinit v(y,) comme en 
(aJ avec y,,, # 1 et ‘I/; = ‘pi pour i # m (dans chaque cas y est compktement 
dktermini: par (2.3) et les conditions ci-dessus). 
Dans chaque cas la condition (R) est satisfaite. On vkifie aussi que 
f” ,< y’ de la man&e suivante: 
Pour tout y E k tel que p( ~3) = 0 et ~3 @ (2. -21. soit Y, I’orbite 
correspondant au couple (7, v,.) ou au triple (1: IT!, 9) Olin’) =p( ~1’) si 
~3’ f y et L~JJ,) = (I. O,...). II est clair que <,, < r ‘. Done (U,. cV) c 7’. Mais 
dans chaque cas on peut vkifier en utilisant I’induction et les classes de 
dkomposition que T ” c ( LJy FJ ) (voir aussi 12 I). On a done T ” < y ‘. 
En utilisant (6.7) et une rkurrence sur p, - LL, on se ram&e alors au cas 
oti 6 = 0. On suppose done dans la suite que F’ n’est pas nilpotente. 
6.12. On suppose maintenant que F est nilpotente et 1” non 
nilpotente. 
On vitrifie aisiment que les chaines strictement croissantes de couples ou 
de triples correspondant i des formes bilinkaires sent de longueur bornte par 
une constante cy qui ne dtpend que de N. Par conkquent on peut supposer 
de plus que les conditions suivantes sont satisfaites: 
(A) Si (y, V) ou (y, 1’. v/) vkifie la condition (R) de (6.9), alors 
0’. 1’) E {@, A), @P)) ou (y, 1’3 w) E {@, A E), co./4 rp)l. 
(B) Si V’, Y”- f, f’. f”, g. g’, g” sont comme en (6.7) avec f E y. 
g E /r’, alors V’ = 0 ou V” = 0. 
Considtrons une situation similaire a celle de (5.2), avec Y = I et 
v, = v,, 0 vol. Soient f’, g’ E Bil(V,) avec f’ < g’ et f’ = f i Of;. Soit 
x E k. Supposons que les induction soient possibles i partir de 
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et soient f, et g des formes bilinlaires appartenant aux orbites induites 
respectives. Soit encore f =f, Of 5. Alors GL( V) . f c GL(V) . g. 
On peut done faire l’hypothdse suivante: 
(Cl Si dans la situation ci-dessus f E P et g E F’, alors V, = V. 
II est facile (bien que fastidieux) de viirifier qu’avec ces hypothkses, on n’a 
qu’un petit nombre de possibilitks. En fait on a toujours dim V< 6. On 
vkrifie pour chacun de ces cas qu’on a bien P <P’. 
6.13. On vtkifie aiskment i I’aide de (6.2) que toute orbite non 
rCguli&e est contenue dans I’adhkrence d’une orbite sous-rkguliire. En 
particulier les formes bilinkaires sous-rt!gulik.res ont denses dans la vari&t 
des formes bilintaires non rkgulitres. On diduit aussi des rksultats du 
paragraphe 5 que si N # 3, les formes sous-rkgulikres diagonalisables sont 
denses dans cette mime vari&. 
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